Laboratorio de Control Analdgico | Prdctica No. 10. Andlisis de respuesta transitoria. Sistemas de sequndo orden

Practica 10. Analisis de respuesta transitoria. Sistemas de segundo
orden

Objetivo. Analizar con ayuda de Scilab y Xcos las caracteristicas mas importantes de la respuesta
de sistemas lineales de segundo orden ante entradas tipicas, tales como impulso y escaldn.
Analizar el efecto de afiadir ceros y de incrementar el orden del sistema.

Introduccion.

En la practica anterior se presentaron las herramientas de Scilab para obtener la respuesta ante
diferentes tipos de entradas de un SLIT de cualquier orden, especialmente se caracterizé
tedricamente la respuesta de un SLIT de primer orden y se verificd en simulacién lo que predice la
teoria. La caracterizacidn tedrica de sistemas de orden mayor que 2 puede ser muy complicada,
pero se pueden usar las caracterizaciones de primero y segundo orden como base en la mayoria
de los casos.

Caracterizacion de la Respuesta al Escalon Unitario. Sistemas de Segundo Orden.

La funcion de transferencia de un sistema de segundo orden siempre se puede escribir en la forma
siguiente
_Y(s) K’

= = = 10.1
X(s) s’+2lws+o’ (10.1)

G(s)

y estd caracterizada por sus tres parametros (positivos para el caso estable):

K : Es la Ganancia del sistema (El valor de estado estable de la respuesta al escalén unitario)
w, : Es la frecuencia natural del sistema (Su valor es la frecuencia a la que oscilaria el sistema si no

tuviera amortiguamiento).
¢ : Es el factor de amortiguamiento.

Los dos polos correspondientes del sistema son
p,=—¢o, *o, -1 (10.2)

La ecuacién diferencial correspondiente a (10.1) para la entrada x(¢) y la salida y(¢) es
¥ +28@, 3+ @, y(1) =K, x(1) (10.3)

La solucién de la ecuacién diferencial anterior no resulta tan directa como en el caso de primer
orden, ya que la forma de la solucidn cambia completamente dependiendo de los valores de los
polos. Por esta razdn se consideran tres casos de acuerdo al valor de ¢ :
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1) Caso bajo amortiguado (Polos complejos conjugados, 0< (' <1)

En este caso los polos del sistema son
. 2
P2 = —{w, + joN1-¢ (10.4)
La respuesta al escaldn unitario tiene un comportamiento oscilatorio que se va amortiguando con

el tiempo y estd dada por la solucién analitica de la ecuacion diferencial (10.3), la cual
considerando condiciones iniciales cero, esta dada por

4
J1-¢?

donde @, se denomina frecuencia natural amortiguada y esta dada por

y(t)=K|1—e"| cos(w,t) + sin(@,t) (10.5)

o, =0 1-{° (10.6)

), es la frecuencia a la que oscila la respuesta del sistema.

Especificaciones de respuesta transitoria:

A diferencia del caso de primer orden, la respuesta al escaldn unitario de un sistema de segundo
orden, dada por (10.5) es mas complicada y su forma exacta depende de tres pardmetros: K, { vy

@, . En la figura 10.1 se muestra el caso K =1, @, =1, para diferentes valores de { .

1.8

Respuesta al escalén unitario. Sistema de 22 orden. K=1, wy=1
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Figura 10.1.- Respuesta al escaldn unitario de un sistema de 22 orden con diferentes factores de
amortiguamiento (menores que 1).

Se acostumbra especificar la forma de la respuesta al escalén en términos de pardmetros mas
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practicos (tiempos y amplitudes) , los cuales se muestran en la figura 10.2

Respuesta al escalén unitario. Sistema de 22 orden. K=1,w,=1 {=0.3

3 M,= Méaximo sobreimpulso
% B t,= tiempo de pico (Instante de tiempo en que ocurre M)
£ t.= a partir de t, la respuesta se mantiene a menos del 2% del valor final
<r t,= tiempo en que la respuesta alcanza por primera vez el valor final
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Valor final=Kp- = = = of~ — - 4‘ e e e 1%
1 |
- !
1 ! ]
1 ! ]
1 ! 1
1 ! 1
L . | ! 7
1 ! |
1 ! 1
1 ! 1
1 ! ]
1 ! ]
1 ' 1
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
0 i : | I I Ly I I I I
1 ! 4 t 6 8 104! 12 14 16 18 20
1, S s : tiempo

Figura 10.2.- Especificaciones de respuesta transitoria.

" Observacién 1: Algunos autores dan definiciones ligeramente cambiadas para:

= El tiempo de crecimiento t,, al cual lo definen como el tiempo que tarda la respuesta en ir
desde el 10% al 90% de su valor final. (y no del 0 al 100%)

= El tiempo de establecimiento t,, el cual lo definen como el tiempo a partir del cual la
respuesta se mantiene a menos del 4% (y no del 2%) de su valor final.

= El maximo sobreimpulso M,, al cual lo miden con respecto cero (y no con respecto al
valor final).

&~ Observacién 2: Estos parametros y sus definiciones son utilizados independientemente del
orden del sistema.

&~ Observacién 3: De acuerdo a la ecuacién (10.5) la constante que multiplica al tiempo en el
exponencial decreciente es {@ , por lo tanto determina la rapidez con que desaparece el

n’

transitorio y la que hace el papel de constante de tiempo es la constante

T =L (10.7)
(o,
es decir, usando el criterio del 2%, ¢ =5T =§i
a)n

Scilab cuenta con un cursor interactivo que se activa mediante el icono 'Toggle datatip mode'
mostrado en la figura 10.3, el cual estd ubicado en la barra de herramientas de la ventana de toda
figura. Este cursor permite activar y desactivar el modo "datatip", en el cual se puedem encontrar
y marcar los valores una gréafica de manera interactiva con el mouse.
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=

Figura 10.3.- Icono para activar/desactivar el modo datatip

En la figura 10.4 se muestra el resultado para el caso K =1, @, =1, {=0.3. De acuerdo a los
marcadores mostrados en la figura 10.4 se pueden observar los siguientes resultados para los
parametros correspondientes a la respuesta de este ejemplo: t=1.92 seg, t,=3.32, M,=0.37,
t;=14.3 seg.
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Figura 10.4.- Marcadores colocados mediante el cursor interactivo del modo "datatip".

2) Caso sobre amortiguado (Polos reales distintos, ¢ >1).

En este caso los polos del sistema son puramente reales y estan dados por (10.2). La solucién
analitica de la ecuacién diferencial (10.3) con una entrada escalén unitario ahora no presenta

oscilaciones y es simplemente una combinacién de los exponenciales e™, e’ , en donde
predomina el efecto del exponencial mas lento. La expresion analitica de la respuesta al escaldn es

y®)=K|1+ L gr ie”"j (10.8)
1

1)
— 1| — P -
2\/¢7 -1 (pz p
Donde p, y p, son los polos del sistema y estan dados por (10.9). Obsérvese que entre mas

grande es ¢, mas se alejan los valoresde p, y p,.

p1=—§(0n+(0n\/é,2—1, pzz_gwn_@lvgz_l (10.9)
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En la figura 10.5 se muestra la respuesta de un sistema de segundo orden para el caso
K =1, ®, =1 con diferentes valores de { . Obsérvese que la respuesta se parece mucho a la de un

sistema de primer orden, pero ahora aparece un punto de inflexién (mas apreciable para valores
de ¢ cercanos a 1), este punto de inflexion es inexistente en el caso de primer orden.

Respuesta al escalén unitario. Sistema de 2° orden. K=1, w,=1, {=0.3
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Figura 10.5.- Respuesta al escaldn unitario en el caso sobreamortiguado de un sistema de 2° orden

& Observacién: De acuerdo a la ecuacién (10.8) las constante que multiplican al tiempo en los
exponenciales decreciente son los polos: p, y p,, por lo tanto la rapidez con que desaparece
el transitorio la determina el polo mas cercano a cero, (polo dominante) a dicho polo le
corresponderd la constante de tiempo mads lenta (grande) y sera la que hace el papel de
constante de tiempo dominante del sistema:

1 1
T =max{—,— (10.10)
P P
es decir, la respuesta del sistema llegard al 99% del valor final en aproximadamente
5T =5max i,i
D D>

3) Caso criticamente amortiguado (Polos reales repetidos ¢ =1)

En este caso el sistema tiene dos polos repetidos y cuyo valor es
D, =0, (10.11)

n

La expresion analitica de la respuesta al escaldén unitario se obtiene nuevamente resolviendo la
ecuacion diferencial (10.3) y en este caso se obtiene
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y(t) = K[l—e‘”’"’ I+t )] (10.12)

La forma que tiene la respuesta en este caso contiene sdlo el efecto del exponencial multiplicado
por el tiempo: re

— @,

y se asemeja mucho a la curva con linea continua (azul) de la figura 10.5.

&~ Observacién: De acuerdo a la ecuacién (10.12) la constante que multiplica al tiempo en el
exponencial decreciente es @, , por lo tanto la que hace el papel de constante de tiempo del
sistema es:

T=— (10.13)
w

n

es decir, la respuesta del sistema llegara al 99% del valor final en aproximadamente 5/ @,

Respuesta al impulso unitario. Sistemas de segundo orden.

Si en lugar de un escaldn unitario consideramos un impulso unitario, la respuesta exacta bajo
condiciones iniciales cero del sistema de segundo orden dado por (10.1) serd

Ko’
f gl 4 10.14
Y [s2+2§h%s+a¢2} ( )

Dependiendo del caso, la expresion resultante de (10.14) es una de las siguientes:

Caso bajo amortiguado (0< { <1):

Ko
y(t) =——="=¢ ' sen(a,t) (10.15)

J1-¢2
Caso sobre amortiguado (Polos reales distintos, { >1)

V() =B (grs _rr) (10.16)
-1

Caso criticamente amortiguado (Polos reales repetidos { =1)
V()= Ka ' te™ (10.17)

¥~ Observacién: Derivando los resultados anteriores y evaluando en cero se verifica que en los
tres casos:

y(0)=Kw,’ (10.18)

Respuesta (sin entrada) a condiciones iniciales diferentes a cero. Sistemas de segundo orden.

Para obtener la respuesta sin entrada a las condiciones iniciales diferentes a cero
y(0)=y,, y(0)=y, (10.19)
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consideramos la ecuacidn diferencial original (10.3) sin entrada
y(t)+2w, y)+ @ y(t)=0 (10.20)

Y aplicamos transformada de Laplace con las condiciones iniciales (10.19), obteniendo

s7Y (s) = sy(0)— y(0) + 2fw, [sY(s) - y(O)] + a)nzY(s) =0 (10.21)
Despejando
v(0)+|s+2¢w, | y(0
Y(s)=y( z [s+24 "]yz( ) (10.22)
s +20m, s+,
Por lo tanto, la respuesta a las condiciones iniciales dadas por (10.19) sera
y+[s+2{w,]y,
Hn=g' 10.23
Yo L2+2§’a)ns+a)n2 ( )

¥~ Observacién: Comparando (10.23) con (10.14) Es fécil ver que la respuesta del sistema con
condiciones iniciales cero ante un impulso unitario coincide con la respuesta del sistema sin

entrada ante las condiciones iniciales y(0)=0, y(0)=K®,’

Ejemplo: Determinar un intervalo de tiempo de simulacién adecuado y escribir las instrucciones
en Scilab para obtener la respuesta del sistema sin entrada ante las condiciones iniciales
y(0)=0, y(0)=1 para el siguiente sistema de segundo orden

Y(s) 2
X(s) s +s+4

(10.24)

Solucidn: En este caso @, =2, K =0.5, { =0.25. Se trata del caso bajo amortiguado. El intervalo
de tiempo adecuado para la simulacidn sera de unas 8 constantes de tiempo, es decir, se
simulard de 0 a 8/{®, =16 seg , para poder apreciar el transitorio completo y una porcién del
estado estable. La respuesta a las condiciones iniciales dadas se puede obtener de dos maneras:

Soluciéon 1.- Obteniendo la respuesta a un impulso de valor 5(t)/Ka)n2 de la funcién de
transferencia dada por (10.24). El resultado se muestra en la figura 10.6

s=poly (0, 's','r'); // Variable de Laplace

G=2/(s"2+s+4); // Define la funcidén de Transferencia del sistema
t=0:0.01:16; //Intervalo de tiempo de simulacidn

K=0.5; wn=2;

y=csim('impuls',t,G); //obtiene la respuesta al impulso unitario
y=y/ (K*wn"2); // la divide entre KWn"2

plot (t,y, 'linewidth',4); xgrid;

a=get ("current_axes");

a.font_size=4;

title ('Respuesta a un impulso de valor 1/Kwn”2','fontSize',4);
xlabel ('t (seqg)','fontSize',4);

ylabel ('y(t)', "fontSize',4);
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Respuesta a un impulso de valor 1/Kwn”2
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Figura 10.6.- Respuesta del sistema de 22 orden a un impulso 5(t)/Ka)nz.

16

Solucién 2.- Obteniendo el modelo de espacio de estado correspondiente a (10.24) y aplicando
directamente las condiciones iniciales dadas, con entrada cero. Definiendo el vector de estados

como x, =y, x, =y se obtiene
X, 0 11| x 0
o= +| o [x(@) (10.25)
X, -4 -1 x, 2

y=[1 (ﬂ{jl} (10.26)

2
Donde x(¢) es la sefial de entrada.

A=[0 1;-4 -1]; B=[0;2]; C=[1 0]; D=0; // Matrices del sistema
S=syslin('c',A,B,C,D); // Define El modelo de estado del sistema
t=0:0.01:16; //Intervalo de tiempo de simulaciédn

x0=[0;1]; //Condiciones iniciales

u=zeros(t); // Entrada cero

y=csim(u,t,S,x0); //obtiene la respuesta al impulso unitario
plot(t,y, 'linewidth',4); xgrid;

a=get ("current_axes");

a.font_size=4;

title ('Respuesta condiciones iniciales y(0)=0, dy(0)=1"', 'fontSize',4);
xlabel ('t (seqg)','fontSize',4);

ylabel ('y(t)', "fontSize',4);

La grafica obtenida es idéntica a la obtenida en la primera solucién (Figura 10.6).

Sistemas de orden mayor a dos.

Un sistema de orden superior a dos se puede expresar de manera factorizada para hacer explicito
el efecto de los subsistemas de primero y de segundo orden que lo forman.
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Ejemplo: Consideremos la siguiente funcion de transferencia
1

G(s)=——— (10.27)
§*+8s” +4s+1
Con ayuda de Scilab podemos obtener la factorizacion correspondiente
den=[1 8 4 17];
p=roots (den)
p =
- 7.4833361
- 0.2583320 + 0.25864041
- 0.2583320 - 0.25864041
//Los dos polos complejos corresponden a un factor de segundo orden
//Obtenemos dicho factor a continuacidn:
s=poly (0, 's','r");
fact=(s-p(2))*(s-p(3))
fact =
Parte real
2
0.1336302 + 0.5166639s + s
Parte imaginaria
0
Es decir, la funcion de transferencia (10.27) se puede factorizar como sigue
1
G(s)= - - (10.28)
(s+7.4833361)(s+0.2583+ j0.2586)(s +0.2583 — j0.2586)
pero también como
1
G(s) (10.29)

- (s +7.4833361)(s” +0.5166639s + 0.1336302)

En la expresién (10.29) se observa que el sistema tendrda un comportamiento dominante de
segundo orden, es decir,

Gis) = 1/7.4833

= (10.30)
s°+0.5167s5s+0.1336

Obsérvese que el numerador de (10.30) se ha calculado de manera que el valor final de la
respuesta no se modifique con respecto al valor final de la respuesta del sistema original.

En la figura 10.7 se muestra la respuesta al escaldn unitario del sistema original (10.27) comparada
con la respuesta de la aproximacion (10.30). En dicha figura se observa que el polo despreciado
practicamente no influye en la respuesta.

En la siguiente seccidon se da mas detalle de como decidir cual es la parte dominante de un
sistema.
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Step Response
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Figura 10.7.- Respuesta de un sistema dominante de segundo orden.

Polos dominantes y aproximacion por reduccién de orden.

Todo polo p de un sistema produce en la respuesta del sistema la componente exponencial e .

Para sistemas estables Re(p) es negativo, esto provoca que la componente exponencial e’
tienda a desaparecer con el tiempo. Como se explicd antes el tiempo que tarda en extinguirse un
término exponencial e” es aproximadamente 5 constantes de tiempo.

La constante de tiempo correspondiente al polo p es
1

% El comportamiento dominante de un sistema estd determinado por los exponenciales que
perduran mas tiempo, es decir, por las constantes de tiempo mas grandes o bien, los polos
con parte real mas cercana a cero.

Cuando un polo esta muy lejos del origen comparado con los otros polos, este polo se puede
despreciar de la funcién de transferencia, cuidando solamente de mantener el valor final de la
respuesta al escaldn unitario, es decir, la Ganancia del sistema. La Ganancia K del sistema dado
por la funcidn de transferencia G(s) se puede calcular como

K =G(0) (10.32)

Ejemplo: Retomando el ejemplo anterior cuya funcién de transferencia estd dada por (10.27), se
tiene que
K=G(0)=1

los polos de este sistema eran: pl= -7.4833, p2=-0.2583 + 0.2586i, p3=-0.2583 - 0.2586i. El polo
pl=-7.4833 esta muy lejos del origen comparado con las partes reales de los otro dos, por lo tanto
los polos dominantes son p2 y p3. Entonces simplemente eliminamos el factor (s-pl1) del
denominador, pero esto altera la ganancia. Para no alterarla dividimos el numerador entre p1.
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Ejemplo: Consideremos la siguiente funcion de transferencia
64
s +17s% +1445 +128

G(s) = (10.33)

con ayuda de Scilab obtenemos la factorizacién del denominador

den=[1 17 144 128];

p=roots (den)

p =
- 8. +
— 8. —
- 1.
//Los dos polos complejos corresponden a un factor de segundo orden

//Obtenemos dicho factor a continuacidn:

s=poly (0,'s','r");

fact=(s-p(1))*(s—p(2))

fact =

Parte real

8.1
8.1

2
128 + 1l6s + s

Es decir, la funcion de transferencia se puede factorizar como
64

(s+1)(s* +16s5+128)

G(s)= (10.34)

Ahora el polo dominante es el de primer orden, ademas , K =G(0)=0.5, por lo tanto podremos
aproximar la funcidn de transferencia eliminando los dos polos complejos, es decir,

0.5
G(s) ~—— (10.35)
s+1
Step Response
0.5 P T P
0.45+ - B
P P
0.4 ’ -
/
0.35 7 |
2 /,
S 0.3F |
2 /
g 0.25F / |
/
0.2+ |
/
015/ i
04l / - respuesta sistema original |
/ == == respuesta sistema aproximado
0.05Hf .
| | | | |
OO 1 2 3 4 5 6
Time (sec)
Figura 10.8.- Respuesta de un sistema dominante de primer orden.
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Ejercicio.- Efecto de agregar ceros a un sistema: Genera una grafica para representar la respuesta
del sistema de segundo orden con un cero en diferentes posiciones (z=-1/a), es decir, la

funcién de transferencia es
(as+1)

G(§)=——
(5) 52 +0.65+1

(10.36)

y se graficara la respuesta para los valores: a =0, 0.1, 0.3, 0.5, 1, 3. ¢Cuando afecta mas el cero?,
écuando afecta menos?, éa partir de qué valor se puede despreciar el efecto del cero?

Desarrollo de la Practica.

1. Probar todos los ejemplos propuestos por el profesor conforme los va explicando.
2. Realizar todos los ejercicios propuestos.

Reportar:

1.- Escribe un programa que calcule el tiempo de establecimiento (t;) de la respuesta al escalén
unitario de un SLIT a partir de su funcién de transferencia de orden arbitrario. (Sugerencia:
Obtener las partes reales de todos los polos del sistema, verificar que todas sean negativas y elegir
la de menor valor absoluto como polo dominante).

2.- Utiliza el programa anterior para generar un intervalo de tiempo de simulacion adecuado
(mayor que t,) para que otro programa pueda obtener la respuesta de un SLIT al escaldn unitario y
calcular los parametros: tiempo de subida (t;), tiempo de pico (t,), Maximo sobreimpulso (M,), a
partir de los datos generados por la funcién csim. Coloca comentarios adecuados en las lineas del
programa.

3.- Demuestra que la siguiente funcién de transferencia corresponde a un sistema dominante de
segundo orden. Obtén la funcion de transferencia aproximada de segundo orden y sus parametros
K, {'y w,.Grafica juntas la respuesta al escaldn unitario del sistema original y la de la funcién de

transferencia aproximada.
16
G(s)= 10.37
() s*+10s> +18s+16 ( )

4.- Investiga las expresiones analiticas en términos de K, { y @, para los parametros que calcula

el programa del ejercicio 2. Ejecuta el programa y compara los resultados que calcula el programa
con los que predicen las expresiones analiticas para la funcién de transferencia (10.37).
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